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Abstract - -  A finite element thermal analysis of flows with free and moving boundaries, Industrial processes such as welding 
and mould casting generally involve flows with free surfaces and solid-liquid phase change phenomena. Computation of such 
processes requires front tracking techniques. For that purpose we have developed an Eulerian finite element model which can deal 
with both kinds of interfaces (fluid-fluid, liquid-solid) on unstructured meshes. Then, in order to accurately take into account the 
material discontinuity through the fluid-fluid interface the mesh is locally adapted for the flow computation steps. Moreover, this 
interface mesh fitting allows us to easily include interfacial phenomena such as surface tension or radiative fluxes. On the other 
hand, the evolution of the phase change front is undertaken through an enthalpy formulation of the heat transfer problem. For 
most industrial applications, the phase change occurs over a finite temperature range, thus leading to a mushy region. So no 
mesh adaptation is required for this second type of interfaces. However, the governing flow equations must be modified in order 
to consider the porous nature of the material in the mushy region. The 2D numerical analysis of an electron beam welding process 
with our model is presented. (~) Elsevier, Paris. 
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R~sume - -  Les proc~d~s industriels tels que le soudage et le moulage en fonderie font apparakre des ~coulements combinant 
une ou plusieurs surfaces libres avec des fronts de changement de phase liquide-solide. Leur simulation num~rique n~cessite la 
rnise en oeuvre de techniques de suivi d'interfaces. Nous avons ~ cet effet d~velopp~ un module bas~ sur la m~thode des ~l~ments 
finis, qui permet de traiter simultan~ment ces deux types d'interfaces (fluide-fluide, liquide-solide). II adopte une description 
cin~matique eul~rienne sur des maillages non structures. Apr~s d~termination de la position des interfaces fluide-fluide, on 
effectue une adaptation locale et temporaire du maillage permettant de preserver la discontinuit~ mat~rielle. Cette op&ation 
permet en outre de prendre en compte les ph~nom~nes interfaciaux tels que la tension superficielle et le rayonnement thermique. 
Le suivi des fronts de changement de phases est assur~ ~ I'aide d'une formulation enthalpique, avec prise en compte d'une zone 
p~teuse (changement de phase anisotherme). Pour cette seconde classe d'interface, il n'est donc pas n~cessaire de recourir ,~ une 
adaptation du maillage. Par contre, les ~quations r~gissant I'~coulement sont modifi~es pour mod~liser les zones p,~teuses. Ce 
modele est app[iqu~ ~. ['~tude num~rique bidimensionnelle d'un proc~d~ de soudage par faisceau d'~lectrons. ~) Elsevier, Paris. 

soudage / bain liquide / interfaces mobiles / changement de phase / thermo-hydraulique / ~l~ments finis / maillage adaptatif 
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Nomenclature 

Cp capacit~ thermique massique g pression 
constante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  J . k g - l . K  -1 

dl gl4ment de longueur . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 
d S  dl4ment de surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 2 

F champ scalaire F 

* Correspondance et tir~s £ part .  
medale@iusti .univ-mrs, fr 

Cet article fait suite ~ une communicat ion pr~sent~e par  
les auteurs  aux 8 es J I T H  qui se sont tenues b. Marseille du 
7 au 10 juillet 1997. 

fliq fraction volumique de liquide 

fv  force de volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  N.m - a  
g accdl4ration de la pesanteur  . . . . . . . . . . .  m.s  -2  

h enthalpie sensible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  J . k g -  1 
H enthalpie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  J -kg -  1 

A H  enthatpie latente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  J -kg-1  

tenseur identit~ 

k 
K 

L 

coefficient de conductivit~ therInique .. W . m  - 1 . K  -1  
coefficient de perm~abilit~ affect~ ~ la 
zone p~teuse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m -~  
chaleur latente de changement  de phase J.kg -1 
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n vecteur normal ext6rieur au domaine 
p pression . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Pa 
q veeteur flux de ehaleur par conduction. W.in -2 
Q densit~ volumique de production interne 

de chaleur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  W-m -a 
R rayon de courbure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 
s abscisse curviligne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 
S T terme mod~lisant la zone p'~teuse darts 

l'6quation de la ehaleur . . . . . . . . . . . . . . .  W.m -a 
S u terme mod~lisant la zone pgteuse dans 

les 6quations de l'6coulement . . . . . . . . . .  N.m -a 
t temps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  s 
tg veeteur tangent k la fronti~re 
T temperature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  K 
T veeteur eontraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Pa 
u veeteur vitesse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m.s -1 

Lettres grecques 

/3 coefficient d'expansion volumique . . . . . .  K -1 
6missivit~ 

7 tension superficielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  N.m - 1 
A coefficient de p6malisation 
# viseosit6 @nalnique . . . . . . . . . . . . . . . . . .  N.s.m -2 
p densit6 vohmfique de masse . . . . . . . . . . .  kg-m -3 
cr constante de Boltzman 

tenseur des contraintes . . . . . . . . . . . . . . . .  Pa 
-(2 domaine d'~tude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  m 3 
Oa"2 fronti~re du domaine d'&ude . . . . . . . . . .  m 2 

Indices 

0 grandeurs de rdf4rence 
liq se rapportant g la phase liquide 
sol se rapportant h la phase solide 

Exposants 

~ se rapportant ~ la fronti~re 0£2 du 
domaine .(2 

1. I N T R O D U C T I O N  

D'un  point de vue technologique, la maitrise de nmi> 
breux proc6d6s industriels (moulage, soudage, d6p6t 
et rev~tement (coating), etc.), repose souvent sur la 
comprdhension de problhmes d'interfaces. En effet, en 
raison de la formation d 'un  bain liquide, une des dif- 
ficultds majeures du probl~me est li~e '~ la coexistence 
d 'une interface mobile liquide gaz (surface libre du 
bain) et d 'un  front mobile de fusion solidification. De 
nombreux travaux de reeherches ont dr6 publi~s sur 
ehacun de ces aspects, mais pris sdpar6inent. L'objet  
de ce travail est de pr6senter un module en mesure de 
eonsid&er silnultan~ment ces deux types d'interfaces. 

Du point de rue mathdmatique, peu de solutions 
analytiques out pu ~tre d6velopp6es pour ces problhnms 
en raison de leur caracthre tr6s fortement non lindaire. 
Ce dernier est induit  par les faits suivants : 

la position des interfaces est une inconnue du 
probl~me 11] ; 
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les propri~t6s physiques de la plupart  des 
mat6riaux d6pendent fortement de plusieurs para- 
mbtres, tels que par exemple la temp5rature, la cin6tique 
de changement de phase, la forme de l'interface, etc. [2] ; 

les transferts thermiques sont, dans de nombreux 
cas, domin6s par la convection qui se d6veloppe dans 
la phase liquide [3]; en effet, outre les mouvements 
de convection forcde, il peut aussi apparMtre des 
mouvements de convection naturelle dus g u n  gradient 
de densit6 provenant, d 'une  part  de la d6pendance de 
la densit6 '~ la temp6rature du fluide [4], et d 'autre  part 
de la ddpendanee de la densit~ g la concentration du 
fluide [5, 6] ou g un gradient de tension superficielle en 
prSsence d 'une surface libre [7 i. 

Des solutions analytiques ont n~amnoins ~t~ pro- 
pos~es dans le cadre d'hypoth~ses simplificatrices, aussi 
bien dans le eas d'interfaces fluide fluide que dans le eas 
de problhmes de changement de phase. Par exemple, le 
probl~me de conduction pure avee changement de phase 
isotherme a initialement servi de probl~me inod~le 'g 
fronti~re mobile. En effet, les travaux pr6eurseurs de 
Neumann (1860) et de Stefan (1891) ont abouti  ~ une 
solution analytique dans le cas d 'un  changement de 
phase isotherme [8]. Cependant,  l 'application pratique 
des quelques solutions analytiques existantes demeure 
lilnit6e aux domaines g6omdtriques acad(mliques (semi- 
finis), sounlis '~ des conditions aux linfites et initiales 
des plus simples. 

Dans ce eontexte, les m6thodes num~riques ont 
contribud g la rdsolution de probl~mes plus g4ndraux 
et phls complexes que ceux qui dtaient jusque-15 r6solus 
par les indthodes analytiques. Pour cette raison, elles 
out fait l 'objet de tr~s nombreuses publications au eours 
des derni~res d6eennies. 

Lorsqu'un seul des deux milieux situds de part et 
d 'autre  d 'une interface mobile est mod61is~, on parle 
de probl~me h fronti~re mobile. Darts ce cas, on utilise 
g~ndralenmnt des techniques d 'adapta t ion du rnaillage 
g la position de la fronti~re [9, 10]. Cependant  on peut 
se ramener 'gun maillage de r4f6renee fixe/~ l 'aide d 'une  
transformation conforme, rant que le domaine d'6tude 
reste eonnexe [11]. Lorsque le probl~ine se pose en 
termes d'interfaces mobiles, on peut encore utiliser dans 
certains cas ces m~thodes. N6anmoins, d~s que Yon 
s'int~resse 5 des probl6mes pr6sentant des interfaces 
g6om&riquement complexes, il est pr@f6rable d 'adopter 
une approche eulerienne. Dans ce cas, les interfaces se 
t ransportent  stir un maillage fixe. 

D:autre part: dans le cadre de la r~solution des 
probl~mes de fllsion solidification, les m6thodes d'adap- 
tat ion du maillage 5 la position de l'interface ne s'ap- 
pliquent qu 'aux cas de changement de phase isotherme 
(corps purs). Darts le cas contraire (alliages...), l ' inter- 
face solide liquide n'est  plus une surface de discontinuit~ 
franehe, mais s 'apparente alors, g l'4chelle macroscopi- 
que, g une zone pgteuse oh coexistent les phases liquide 
et solide. Dans ce cas aussi, les m6,thodes/~ maillage fixe 
sont pr~f6rables~ en se basant stir l 'hypoth~se st ipulant 



Mod~lisation par ~l~ments finis d'~coulements ~ surface libre avec changement de phase solide-liquide 

qu'g l'dchelle macroscopique les propri5t4s thermodyna- 
miques varient continfiment de la phase solide g la phase 
liquide au sein de la zone p£teuse [12]. I1 devient alors 
possible d'6tablir une formulation globale des ~quations 
de conservation sur l'ensemble du domaine d'dtude. Les 
propri~t4s physiques relatives g la zone pgteuse peu- 
vent ~tre calculdes en fonction de la fraction massique 
des phases solide et liquide en prdsence [13]. De plus, 
les conditions d'interphases sont, par cons4quent, im- 
plicitement satisfaites g l'dchelte macroscopique, via les 
dquations locales d'~quilibre thermodynamique. 

Dans le cadre de la rdsolution des probl~mes 
g interface fluide-fluide, la majoritd des modules 

maillage fixe utilise une approche similaire. La 
discontinuit6 de propri4t~s physiques est 4talde sur une 
r~gion de part et d 'autre de l'interface, dont la largeur 
d~pend de la finesse du maillage [14 17]. Cependant, 
cette approche est ici moins justifide que dans le cas d 'un 
changement de phase anisotherme, puisque g l'dchelle 
macroscopique il existe rdellement une discontinuitd de 
propridt4s physiques. Le mod&le numdrique que nous 
avons ddveloppd permet de traiter simultandment ces 
deux types d'interfaces, avec une approche eul6rienne 
sur des maillages fixes non structur5s : 

- une ou plusieurs interfaces fluide-fluide qui pr~sen- 
tent une discontinuit4 matdrielle franche ; la technique 
de suivi d'interfaces fluide-fluide est une version mo- 
difide de la mdthode de pseudo-concentration; aprbs 
ddtermination de la position de chaque interface, une 
adaptation locale et temporaire du maillage permet de 
pr4server la discontinuit6 mat6rielle au travers de celle- 
ci [18] ; cette opdration permet de plus de prendre en 
compte les ph4nombnes interfaciaux tels que la tension 
superficielle et le rayonnement thermique ; 

- un ou plusieurs fronts de changement de phase 
solide-liquide anisotherme; leur suivi est assur4 g 
l'aide d 'une formulation enthalpique du probl~me des 
transferts thermiques avec prise en compte d 'une zone 
p&teuse (changement de phase anisotherme) ; pour cette 
seconde classe d'interface, il n'est donc pas n4cessaire 
de recourir h une adaptation du maillage ; par contre, 
les dquations r6gissant l'dcoulement sont modifides pour 
moddliser les r4gions poreuses correspondant aux zones 
de changement de phase. 

La moddlisation physique sur laquelle est basde ce 
module num&ique et son expression math~matique sont 
expos~es au § 2. La raise en oeuvre numdrique n'est 
abord~e que bri~vement au § 3, car les ddtails peuvent 
~tre trouv~s dans un precedent article [18]. La validit~ 
de cette approche est d4montr4e au § 4- dans lequel 
nous pr6sentons une ~tude nurn~rique bidimensionnelle 
d 'un proc4d6 de soudage par faisceau d'dlectrons. 

2. MODi:LE MATHEMATIQUE 
DU PROBLI:ME 

Les dquations gouvernant le comportement thermo- 
mdcanique du milieu continu en cours de transformation 

solide-liquide sont les 4quations de conservation de la 
masse, de la quantitd de mouvement et de l'dnergie. 
Cependant, une formulation spdcifique dolt ~tre utilis4e 
pour tenir compte du fait que le milieu consid4rd n'est 
pas homog~ne, et que ses propri~t4s physiques peuvent 
4voluer consid&ablement lors du changement de phase. 
Ainsi, l'h~t~rog~n~it~ du milieu peut ~tre introduite 

l'aide d 'un  module d4riv~ de l 'approche biphasique 
[19], ou encore d 'une mani~re plus simple, qui consiste 
g consid~rer les propri4t4s physiques moyennes sur 
le volume de contr61e [20]. Nous avons repris dans 
notre module cette derni&re approche, qui donne des 
r~sultats convenables tant  que l'on n'entre pas dans des 
consid4rations microscopiques. 

2.1. ModEle d'Ecoulement 

Notre module d'~coulement est bas4 sur les 4qua- 
tions de Navier-Stokes incompressibles, modifi~es pour 
prendre en compte les spdcificitds des probl~mes de 
changement de phase (vitesse relative nulle ~ l'inter- 
face solide-liquide ; 4coulement inter-dendritique dans 
la zone pgteuse) : 

V . u = O  (1) 

0 ~ + ( u . V ) u  = v . ~ + t ~ + s  ~ (2) 

off u ddsigne le vecteur vitesse de l'~coulement et p 
la pression ; la masse volumique p du milieu et sa 
viscosit~ dynamique tt varient en fonction de la phase 
en pr4sence ; le tenseur des contraintes ~ est donn~ par 
la loi de comportement des fluides newtoniens : 

= - P ~ +  U [(V ~ u) + V ® u) ~] (3) 

La force volumique, ~ l'origine des phdnom~nes de 
convection naturelle, est ddsignde par f~. Elle s'exprime 
dans notre module selon l 'approxirnation de Boussinesq, 
par la relation : 

f~ = p0 [1 - ~3(T - To)] g (4) 

off p0 est la masse volumique du milieu ~ la temperature 
de r4fdrence To, ~ l e  coefficient d'expansion volumique 
et g le vecteur d'acc414ration de la pesanteur. 

Enfin, b "~ est le vecteur de sollicitation introduisant 
les spdcificitds assocides aux phdnom~nes de change- 
ment de phase solide liquide. Son r61e est tr~s sdlectif, 
puisqu'il consiste 5 imposer uniquement dans la zone 
p~teuse une vitesse relative solide liquide qui s'annule 
g l 'approche de la phase solide. Ceci a dtd vdrifid exp~ri- 
mentalement g l'~chelle microscopique, oh l'~coulement 
inter-dendritique s 'apparente '~ celui que l 'on peut obser- 
ver au sein d 'un milieu poreux. C'est donc naturellement 
en s'inspirant de la relation de Darcy que l'on exprime 
ce terme correctif : 

S u ~ ( u -  U=o~) (5) = ~  
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off K est le coefficient de perm~abilit~ affect~ £ la zone 
pgteuse, et u - Uso~ reprdsente le vecteur vitesse relative 
solide-liquide de l'~coulement inter-dendritique. 

Les conditions aux limites associ6es au probl~me 
d'~coulement s'~crivent d 'un  point de vue formel : 

u = u  ~ sur 0~2~ ; T = ~ . n = T  ~a sur 0£2f (6) 

off u 3~ d6signe le vecteur vitesse impos~ sur la 
partie 0f2o de la fronti~re du domaine d'6tude D et 
T 3"° le vecteur des contraintes impos~es sur la pattie 
compldmentaire 0f2r. 

Les conditions appliqu~es aux interfaces fluide--fluide 
sont : 

_~ 07 d7 T , ~ +T ~ + n + ~  tg = 0  avec 7 = 7 0 + ~ - - - ~ ( T - T 0 )  

(7) 
oil To et T~ sont les vecteurs eontraintes des fluides 
situ6s de part  et d 'autre de l'interface, R e s t  le rayon de 
eourbure local de l'interfaee, s son abscisse curviligne, 
n e t  tg les veeteurs normal et tangent. Darts notre 
module, la tension de surface -~ d~pend lin6airement de 
la temp@ature. 

2.2. ModUle de transferts thermiques 

Le module de transferts thermiques que nous avons 
adoptd est bas~ sur une formulation enthalpique. 
Celle-ci convient particuli~rement bien aux modules 
domaines fixes, puisqu'elle ne ndcessite pus d' imposer 
explieitement la condition de ehangement de phase 
l'interface solide-liquide. D'autre  part, e'est aussi la 
formulation la plus adapt~e ~ la rSsolution nuln@ique 
des probl~mes £ changement de phase anisotherme. 
L'id~e de base de la formulation enthalpique consiste 
exprimer l'enthalpie H du milieu, comme ~tant la somme 
des enthalpies sensible h et latente AH.  L'~quation de 
conservation de l'~nergie s'6erit dans ce eas sous la forme 
suivante : 

p - -  + ( u - V ) ( h  + ZXH) = - V . q  + Q (S) 

Le vecteur flux de chaleur par conduction q 
s'exprime, d'apr~s la loi de Fourier, pour un milieu 
isotrope, par la relation : 

q = - k V T  (9) 

off k est la conductivit~ thermique du milieu et T sa 
temp@ature. 

Le terme Q de l'~quation (8) repr~sente une 
production volumique interne d'~nergie (dissipation 
visqueuse, r~action chimique ou radioactive...). 

Pour les milieux incompressibles, l 'enthalpie sensible 
s'exprime simplement en fonction de la temperature T 

et du coefficient de capaeit~ thermique massique Cp, 
par la relation : h = CpT. 

Enfin, c'est par le biais d 'une relation liant l 'enthal- 
pie latente aux caract~ristiques physiques du change- 
ment de phase que l 'on introduit tonte la physique de 
ee ph~nom~ne. I1 s'agit donc lh encore d 'une relation 
ph~nom6nologique, propre k ehaque type de mat6riau, et 
pour des conditions bien particulibres. De nombreuses 
formulations ont ~t~ propos~es /t ce niveau [21, 22]. 
Cependant,  nous avons retenu pour notre module la re- 
lation la plus simple, traduisant une d~pendanee lin~aire 
de l'enthalpie latente par rapport  k la temp@ature dans 
la zone pgteuse : 

0 si T < Tsoi 

A H =  Lfliq siTsol<_T<_Tuq (10) 
L si T > Tliq 

off L e s t  la chaleur latente de changement de phase et 
flln la fraction liquide qui d~signe le volume de liquide 
inter-dendritique £ une temp@ature donn~e. Elle est 
mod61is~e par : 

T - T~ol 
f~q - (11) 

Tliq - T~ol 

off T~ol et Tuq sont les temperatures de solidus et de 
liquidus du mat6riau. 

Ce param~tre permet ~ son tour d'exprimer le coeffi- 
cient de perm~abilit6 de l'~coulement inter-dendritique 
intervenant dans l'~quation (5). I1 s'agit encore de rela- 
tions empiriques, parmi lesquelles nous retenons une ex- 
pression dont le domaine d'applieation est assez vaste : 

/~" = Ko L ~ J  

off K0 est un coefficient de perm~abilit~ de r~f~rence. 
Pour conclure cette partie, on propose de r~6crire 

l'fiquation de conservation de l'~nergie en s~parant les 
contributions des enthalpies sensible et latente : 

pCp - ~ + ( u . V )  T + p [ O t  + ( u ' V )  A H  

= - V . q ÷ Q  (13) 

Si, de plus, on int~gre le terme d'enthalpie latente 
duns les sources thermiques, on retrouve une formulation 
identique ~ celle du module de transferts thermiques sans 
chaagement de phase : 

pCp - ~ - + ( u - V ) T  = k A T + S  T (14) 

I A" 1 avec:  S = -O ÷ ( "  V) A H  + Q (15) 

Le principal avantage de cette approche provient du 
fait qu'elle permet de construire aisdment un module 
de fusion-solidification ~ partir du modble de transferts 
thermiques sans changement de phase. 
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Les conditions aux limites associ6es au probl~me 
de transferts thermiques s'6crivent d 'un  point de rue  
formel : 

T = T  ~*  sur 3f2x ; q = q ~ O  sur 0J2q (16) 

o~ ~! ~t~ d~signe la valeur de la tempc~rature impos~e 
sur la paxtie ~S)T de la fronti~re du domaine d'~tude 
~2 et qO~ le flux total de chaleur ~changd sur la partie 
compl~mentaire ~f2 u. 

2.3. ModEle de transport de I'interface 
fluide-fluide 

L'~volution spatio-temporelle de l'interface s~paxant 
deux fluides non miscibles est d~crite dans notre module 
eulerien, par l'~quation de transport  du champ scalaire 
F (fonction de type pseudo-concentration [23]) : 

~F 
~--~ ÷ (u-V) F = 0 (17) 

l ' instant initial, le champ F correspond ~t une 
fonction lin6aire de la distance £ l'interface. La position 
initiale de celle-ci coincide donc k l'isovaleur F = F¢, off 
la valeur F~ est choisie arbitrairement. I1 suffit donc de 
suivre l'~volution de cette isovaleur pour connaltre les 
positions successives de l'interface [18]. 

3. MOD(:LE NUMI~RIQUE 

3.1. Formulation ElEments finis 

La formulation ~lSments finis de chacun des trois 
modules math~matiques d~crits ci-dessus est obtenue 
par la d~marche habituelle [24]. La m~thode des r~sidus 
pond~r~s, appliqu~e respectivement aux 5quations (1)- 
(2), (14) et (17), conduit ~ rechercher l 'annulation 
des trois formes int~grales associ~es a~Lx probl~mes 
d'~coulement, de transferts thermiques et de transport  
de l'interface. Ces expressions sont donn~es en annexe. 

Concernant l'~coulement, nous avons opt~ pour 
une formulation p~nalis~e en variables primitives. La 
discr~tisation spatiale est effectu~e avec un ~l~ment 
triangulalre ~ sept nceuds (T7), poss~dant une approxi- 
mation C O quadratique par ~l~ment de la vitesse et dis- 
continue linSaire par ~l~ment de la pression. L'utilisation 
de la formulation p~nalis~e, conjugu~e ~ une approxi- 
mation discontinue par ~l~ment de la pression, permet 
d'~liminer cette derni~re par condensation statique au 
niveau local. Les inconnues du probl~me d'~coutement 
sont donc les composantes du vecteur vitesse en chaqne 
nceud du maillage. 

La discr~tisation spatiale des deux autres probl~mes 
est obtenue ~ l'aide de l'~l~ment isoparam~trique de 
Lagrange triangulaire ~ six noeuds (T6), conduisant 

une approximation C O quadratique par ~l~ment de la 
temperature et du champ F. 

La discr~tisation temporelle des probl~mes d'~cou- 
lement et de transferts thermiques est assur~e par le 
schema d'Euler implicite. Celle du probl~me de trans- 
port  du champ scalaire F est, quant £ elle, effectu~e 
l'aide du schema de Crank-Nicholson. 

3.2. Algorithme el'adaptation 
du maillage 

L'implantat ion num~rique de la m~thode d 'adapta-  
tion locale et temporaire du maillage ~t la position de 
l'interface fluide-fluide proc~de tr~s synth~tiquement 
selon les trois ~tapes suivantes (pour plus de d~tails on 
se reportera £ l'article [18]) : 

- recherche sur le maillage sp~cifi~ en donn~es des 
~lSments traverses par cette interface ; 

-g~n~ra t ion  d 'un  maillage temporaire aclapt~ 5~ 
la position de cette interface par d~coupage de ces 
~l~ments ; c'est sur ce maillage qu'est calcul~ le champ 
de vitesses ; 

- retour au maillage initial pour le calcul du champ 
F, avant de proc~der b. une nouvelle ~tape d 'adaptat ion 
du maillage pour la nouvelle position de l'interface. 

3.3. Algorithme de couplage numErique 

Le couplage entre les probl~mes de m~canique des 
fluides et de thermique est pris en compte grace 
un algorithme de r~solution adapt~ ~ la formulation 
~l~ments finis dScoupl~e que nous venons de presenter. 
Un calcul de l'~coulement et du champ de temperature 
est effectu~ ~t chaque pas de temps sur le maillage 
temporaire, en commenqant par la thermique lorsque 
c'est le moteur de l~'~coulement. En fin de pas, la position 
de l'interface est r~actualis~e sur le maillage initial. 

Les probl~mes de m~canique des fluides et de 
thermique ~tant non lin~aires, ils sont r~solus par une 
m~thode de Newton it~rative, mais en se limitant ~ une 
convergence paxtielle 5 chaque pas de temps. 

Pour la recherche des r~gimes stationnaires, s'ils 
existent, la valeur du pas de temps est augment~e 
r~guli~rement, en fonction de l'~volution de la solution, 
jusqu'k ce qu'une rSsolution stationnaire puisse ~tre 
enclench~e. La boucle sur les pas de temps est alors 
remplac~e pax une boucle de r~solutions stationnaires, 
qui s'ach~ve avec la convergence de l'ensemble des 
probl~mes. 

4. APPLICATION 

titre d'application, nous pr~sentons l 'analyse 
thermo-hydraulique d 'un  proc~d~ de soudage sous vide 
par faisceau d'~lectrons. Nous consid~rons le soudage 
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d'une plaque de grande longueur vis-h-vis de son 
6paisseur (e = 0,01 m) et du diam~tre du faisceau 
d'dlectrons (d = 0,001 m), d6filant g vitesse uniforme 
(Vdee = 0,01 re .s- l ) .  La densit6 surfacique de puissance 
rdsultant du bombardement  61ectronique h la surface 
de la plaque est connue, suppos6e constante et ~gale 
10 r W.rn -2. 

Les inconnues de ce probl~me sont le champ de 
temp6rature dans le bain de fusion et duns la partie 
solide de la plaque, le champ de vitesse duns le bain 
liquide et enfin la d6formation de la surface libre. En 
effet, sous Faction de la pression d'dvaporation du mdtal 
(13,34 Pa), la surface libre se creuse en formunt un 
key hole. Celui-ci modifie la surface d'application de la 
source de chaleur et par cons6quent la g6om6trie du 
bain de fusion. 

Duns la mod61isation de ce probl~me, nous introdui- 
sons les hypotheses restrictives suivantes : 

- l 'dtude peut ~tre restreinte ~ une analyse bidimen- 
sionnelle duns le plan de sym6trie du probl~me ; 

la plaque peut 5tre consid6r6e infinie duns la 
direction de d4filement ; 

- parmi les propridtds physiques, seule la tension 
superficielle d6pend continfiment de la tempdrature, 
conform6ment g l '6quation (7) ; d 'autre  part, la conduc- 
tivit6 thermique est doubl6e lors de la transi t ion de 
phase liquide solide ; les autres propri6tds demeurent 
constantes ;  les valeurs correspondant au mat6riau 
considdrd (alliage d 'a luminium) sont : 

p = 2 500 kg.m -a ; # = 0,003 N-s.m - :  ; 

3'0 = 0,1 N-m -~ • d3' ' d--T = -0,0003 N . m - I . K  -1 

Cp = 1 000 J.kg-~.K -~ ; kliq ~-- 100  W . m - l . K  - 1  ; 

k~o~ = 200 W.m-~-K -1 ; ~ = 0,5 ; 

Ttiq ---- 1 450 °C ; T~o~ = 1 400 °C 

Pour la mod61isation, nous nous plugons dans le 
rep~re lid au faisceau d'61ectrons. La vitesse U~o~ 
apparaissant duns l '6quation (5) est alors dgale ~ V~f 
dans la direction de d6filement de la plaque. Un sch6ma 
descriptif du probl~me mod61is6 est pr~sent6 sur la 
figure 1. Les conditions aux limites s '6noncent : 

pour l '6coulement : 

• vitesse de d6filement impos6e sur la fronti~re solide 
du bain liquide ; 

• contraintes h la surface libre du bain liquide ira- 
pos6es par la tension superficielle et la pression d'dva- 
poration sous le faisceau d'dlectrons, conform4ment g 
l '6quation (7) ; 

pour les transferts thermiques : 

• flux convectif sur la section d'entr6e 
(pCp Vdef ( T  -- TO) , avec To = 20 °C) ; 

• flux radiatif sur les fronti~res horizontales et sur la 
surface libre (ea(T 4 - To~), avec To = 20 °C) ; 

• libre sur la section de sortie. 

Ifaisceau d'61ectrons ~ R  
d--0,001m, 107 W.m "2) 11 (bain liquide (thermocapillarit& pression TM 

flux radiatif 

Figure 1. Schema descripti f  du probl~me d'application. 
Figure 1. Sketch of  the studied problem. 

Le maillage utilis6 pour le calcul est repr6sent6 
sur la figure 2. I1 est constitu4 de 9 477 noeuds et 
2900 414ments triangulaires (T6 pour la thermique, 
T7 pour l '6coulement). La r6gion du bain liquide est 
maill6e beaucoup plus finement, en raison des gradients 
de vitesse et de temp6rature tr~s importants  qui y 
r~gnent. La figure 2b pr4sente un agrandissement de la 
vue du maillage eentr6e sur cette zone. Pour le calcul 
de l'6coulement, seuls les dldments contenant  du fluide 
sont consid6r6s. Pour les nceuds situds dans la phase 
solide, la vitesse est imposde g la vitesse de d6filement 
de la plaque. Les sections d'entr6e et de sortie ont 6td 
repouss6es g une distance de plus de 20 lois le diam~tre 
du faisceau, distance g partir de laquelle les r6sultats ne 
sont sensiblement plus modifi6s. 

Figure 2. Maillage : a) vue d'ensemble, b) zoom sur la r~gion 
du bain liquide. 
Figure 2. Mesh : a) overview, b) zoom of the molten pool 
region. 
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Figure 3. Isothermes sur I'ensemble du domaine d'~tude : 
a) t = 1,2 s ;  b) t = 2 , 4  s ; c )  t = 7 , 2  s. 

Figure 3. Overview of the isotherms: a) t = 1.2 s; 
b) t = 2 . 4 s ; c ) t = 7 . 2 s .  

- 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

Figure 4. Isothermes dans la r~gion du bain liquide : 
a) t =  1,2 s ;  b) t = 2 , 4  s ; c )  t = 7 , 2  s. 

Figure 4. Isotherms in the molten pool region: a) t = 1.2 s; 
b) t = 2 . 4 s ; c ) t = 7 . 2 s .  

Les r~sultats sont illustr6s sur les figures 3 ~ 6, pour 
trois valeurs successives du temps (t = 1,2 s, t = 2,4 s 
e t t  = 7,2 s), compt6 £ partir  de l ' instant  off le faisceau 
d'~lectrons commence 5~ ereuser la surface libre du bain 
liquide. 

La figure 3 pr~sente l '6volution des isothermes sur 
l 'ensemble du domaine d'6tude. On peut observer que, 

part dans la rdgion du bain liquide, le champ de 
temperature est tr~s peu influenc~ par le ereusement de 
la surface libre. Le m6tal solide entre dans le domaine 
d'dtude ~ une temperature de l 'ordre de 800 °C et en 
ressort ~ environ 1 350 °C. 

L'6volution des isothermes et des lignes de courant 
(eonstruites sur la vitesse relative liquide-solide) dans 
le bain liquide en cours de creusement est repr6sent6e 
sur les figures ~ et 5 respectivement. On peut observer 
sur la figure 5 que le proeessus de creusement modifie 
eompl~tement la configuration des lignes de eourant. 
L'intensit6 maximale de la vitesse passe de 0,193 m.s -a 
(t = 1,2 s ;  figure 5a) ~ 0,524 m.s -~ durant  la phase 
de creusement (t = 2,4 s ;  figure 5b) pour retomber 5~ 
0,183 m.s -~ en fin de creusement (t = 7,2 s, figure 5c). 
De plus, l '~coulement que l 'on r6cup~re en fin de 
creusement est tr~s diff6rent de celui que l 'on obtient 
avec une surface libre ind6formable. I1 est bien entendu 
toujours domin6 par Faction de la tension superficielle 
(ce qui n 'est  pas le cas pendant  la phase de creusement), 

mais le rouleau convectif situ6 "~ l'arribre du faisceau est 
d6plac6 vers le centre du bain liquide. Cet effet peut ~tre 
imput6 ~ la force de tension capillaire qui est maintenant  
dirig(,,e de bas en haut  au voisinage du key hole. 

L'influence sur le champ de temperature est moins 
flagrante sur la figure ~, en raison de la faible valeur du 
nombre de Prandt l  du mat~riau consid6r~. Lorsque la 
surface libre est encore plane (figure ga), les isothermes 
se r~partissent de fa~on relativement r~guli~re depuis le 
point d ' impact  du faisceau, olt la temperature atteint  
son maximum, de l'ordre de 2 040 °C. L'influenee du 
d6filement de la plaque se traduit  par une ~longation des 
isothermes dans cette direction, avec un resserrement 
en amont du faisceau et 4talement en aval. En fin de 
creusement (figure ~e), cette r@art i t ion des isothermes 
est quelque peu perturb6e par les bourrelets qui se sont 
form,s au voisinage du key hole. De plus, durant  la phase 
de ereusement (figure gb), la temperature maximale 
(au point d ' impaet  du faiscean) augmente (2 100 °C 
t - 2,4 s), pour retomber £ environ 1 927 °C en fin de 
creusement. 
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Figure 5. Lignes de courant dans la region du bain liquide : 
a) t = 1,2 s ;  b) t = 2 , 4 s ; c )  t = 7 , 2  s. 

Figure 5. Stream lines in the molten pool region: a) t = 1.2 s; 
b) t = 2 . 4  s ; c ) ~ = 7 . 2  s. 

La figure 6 donne l '~volution de la longueur (distance 
entre les points  culminants  des deux bourrelets)  et de 
la profondeur (diffdrenee d ' a l t i tude  moyenne entre le 
fond et les points cuhninants  des deux bourrelets) du 
key hole. 

5. CONCLUSION 

Nous avons p%sent6 un module aux 616ments finis 
bidimensionnel,  qui permet  d ' aborder  la simulation des 
t ransferts  thermiques au sein d 'un  bain liquide, avec 
prise en compte simultan6,e du front de solidification et 
de la d6formation de la surface libre. Pour d6montrer 
la validit6 de cette approche, nous avons appliqu6 le 
module g~ l 'analyse thermohydraul ique d 'un  proc&t6 
de soudage par  faisceau d'61ectrons. Bien entendu, les 
%sultats  de ce calcul bidiinensionnel ne peuvent  6tre 
que qualitatifs,  6rant donn6 le caract~re tr idimensionnel  
de ce type de probl~me. Notons £ ce sujet que l 'erreur 
croit avec la profondeur du key hole. C'est  pour cette 
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Figure 6. 15volution des param~tres caract&istiques de la 
gEomEtrie du key hole. 
Figure 6. Evolution of the 'key hole' size (deph and length). 

raison que l ' ampl i tude  de creusernent consid6%e dans 
cette ~tude reste tr~s faible en comparaison des valeurs 
eommun6ment rencont%es. Cependant ,  l 'extension du 
module ~t l 'analyse tr idimensionnelle ne pause aueune 
difficult~ de principe. De plus, la technique de suivi 
d ' interface utilisde poss~de le potentiel  n6cessaire pour 
t ra i ter  des key holes plus prononc~s. 
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ANNEXE 

La m4thode des rdsidus pond6rSs, appliqude au 
syst~me d'dquations de Navier-Stokes (1)--(2), conduit 
g reehereher l 'annulation de la forme intSgrale : 

-~Su. (/'~ + S~))d~q 

sur le domaine d'dtude D, de frontibre OD, quelles que 
soient les fonetions test admissibles 6u et ap. 

La m6thode des rdsidus pond&~s, appliqude "g 
F6quation de la ehaleur (14) conduit h reehereher 
l 'annulation de la forme int~grale : 

k(V.~ST) (V'T)-6TST)dS- faDk6T~dl 
sur le domaine d'6tude D, de fronti~re OD, quelle que 
soit la fonetion test admissible ~T. 

La m6thode des rdsidus pond~r~s, appliqu6e g 
l 'dquation de transport  (17), conduit 5 rechercher 
l 'annulation de la forme intdgrale : 

sur le domaine d'dtude D, de fronti}re OD, quelle que 
soit la fonction test admissible 6F. 
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A b r i g d e d  Engl i sh  Vers ion  

A finite e l e m e n t  t h e r m a l  ana lys i s  o f  f lows w i t h  free and m o v i n g  b o u n d a r i e s  

This paper  aims to present a numerical  model able 
to deal with thermal  fluid flow problems in which 
two different kinds of moving interfaces coexist. The 
first type to be considered is a non-isothermal  solid 
liquid phase change front, whereas the second one 
is a non-miscible fluid fluid interface. Each one has 
separately led to a considerable amount  of research and 
publ ica t ions ;  nevertheless very few numerical models 
are able to deal with both  kinds of interface in the same 
problem. The main reason is tha t  they have different 
features. Indeed, we consider on the one hand an alloy- 
type sol id-l iquid phase change where a mushy region 
spreads over the solidus---liquidus t empera tu re  range, 
and on the other  hand the interface between two non- 
miscible fluids which remains at  the macroscopic scale 
very steep. 

So the Eulerian finite element model we have 

designed combines two approaches in order to deal with 
such problems. In the first one an enthalpy formulation 
of the heat transfer problem is used to account for 
the  non-isothermal  phase change. In the second one, a 
local mesh adapta t ion  is performed to accurately fit the 
mesh to the moving fluid--fluid interface. I t  consists in 
dividing crossed interface elements such tha t  at  least 
one of tile generated element boundaries  lies along 
the interface. This t emporary  mesh is then used to 
compute  the flow field, taking into account the mater ia l  
discontinuity across the interface together  with possiMe 
surface tension mechanism. 

The originali ty of the finite element model ate present 
steins from two main points. Firs t ,  the whole physical 
problem is spl i t ted up into a thermal  problem, a fluid 
flow problem and a front tracking one. Then, specific 
finite element models are buil t  corresponding to this 
segregation. Second, a solution algori thm proceeds in 
a sequential  way so as to computa t ional ly  recover the 
physical couplings. 

This bidimensional model could address appl icat ions 
in which the heat  transfer problem features a non- 
isothermal so l id  liquid phase change together  with a 
fluid flow problem where a moving free surface or fluid 
fluid interface has to be considered. We have in mind 
many examples of appl icat ion of metallic t ransformat ion 
processes such as mould filling, welding, coating, etc. 
where solid and liquid phases coexist. 

In this paper ,  we present as example a numerical  
s tudy of an electron beam welding process. The real 
problem is actual ly three-dimensional  owing to the 
relative movement of the metallic pieces toward tile 
electron beam and the formation of a 'key hole ~. 
Nevertheless we have simulated this problem with 
our bidimensional  model in the case where the ~key 
hole' depth  remains small relative to the molten 
pool extension. Whenever  the results can only yield 
to qual i tat ive interpretat ion,  they demonst ra te  the 
validity of the approach. Moreover tile model  can 
be extended to three-dimensional  analysis without  
theoret ical  difficulties. 
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